Matrizen und Determinanten

Definition einer Matrix: Ein aus m Zeilen und n Spalten bestehendes rechteckiges
Zahlenschema heiflt Matrix vom Typ (m; n) oder (m x n)-Matrix.
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ajj I...Zeilenindex; j...Spaltenindex
Schreibweise: A=[a;;] oder (aij)

Anwendungsgebiete flir Matrizen:

1. Lineare Gleichungssysteme:

I 3X-2y+4z=5
Il 4x+ y-3z2=9
Il X—y —-z=1
-2 4
K= 1 =3[ K...Koeffizientenmatrix; hier: (3 x 3)-Matrix

B -1 -1

-2 4 5
E=¢ 1 -3 90 E...Erweiterungsmatrix; hier: (3 x 4)-Matrix

H -1 -1 1f

2. Beschreibung und Darstellung von Informationen:

z.B. Sitzplane, Stundenpléne, ..., verschiedenste Informationen

Raucher Nichtraucher

_[R11 283 mannlich 211 283
“H43 428 weiblich 143 428




Darstellung der Pruferzuordnung tiber Matrizen:

pruft 1

pruft nicht 0

Z...Zuordnungsmatrix

Zaloznik Dichtl | Kranzmayer |Pirolt | Gratzer

Meter 0 1 1 0 1 Hj 110 ]_H

Wrusshig 1 1 1 0 0

Sgonc 1 0 1 1 1 o0 110 00

Wogrin 1 1 1 0 0 Z=Sl_ 011 lg

Pippan 1 1 1 0 1 0 110 o0
H 110 1H

3. Beziehungsstrukturen:

Ay, Ay, Az, Ay.....Jugendgruppenmitglieder

0 unsympathisch
1 sympathisch

A1 |A2 |A3 (A4
Afl o] 1 ]1]o0 110
Al 1] 001 Eﬁ 0 0 1H
A3l 1] 0]o]o S = 0
Asl 1] 1]0]0 0o 0 od
10 oﬁ

Typen von Matrizen:

1. Quadratische Matrix:
Ein Schema, in dem die Anzahl m der Zeilen gleich der Anzahl n der Spalten ist, heif3t
guadratische Matrix.

2 4 6
M=0 20 300 (3 x 3)-Matrix oder quadratische Matrix 3. Ordnung

H1 -2 -3

a) Dreiecksmatrix:
Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente unterhalb bzw. oberhalb der Hauptdia-
gonale Null sind, nennt man Dreiecksmatrix.

50 obere Dreiecksmatrix



H— 30 OH
U=05 4 0 untere Dreiecksmatrix

He 8 6

b) Diagonalmatrix:

Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente au3erhalb der Hauptdiagonalen gleich Null
sind, nennt man Diagonalmatrix.

Haben die Elemente der Hauptdiagonale alle den Wert 1, dann liegt eine Einheitsmatrix
vor.

o0 Diagonalmatrix
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2. Nullmatrix:

0 OH
O=m 0 00

P o of

3. Zeilenvektor: m=1und n>1

P=(1 2 3)

4. Spaltenvektor: n=1 und m>1

HH

V=20

H

5. Skalar: m=n=1

ajpq...reelle Zahl



Rechnen mit Matrizen:

1. Addieren und Subtrahieren von Matrizen:

3

Far die Addition von Matrizen gelten folgende Aussagen:
[0 Die Addition ist assoziativ: (A+B) + C = A + (B+C)
[0 Die Addition ist kommutativ: A+B = B+A
[0 Die Nullmatrix ist das neutrale Element: A+0 = 0+A = A
[0 Fur jede Matrix A gibt es eine Inverse -A, sodass A+(-A) =-A+A =0

Mengen, die genau diese Eigenschaften aufweisen (z.B. N, Z, Q, R), nennt man GRUPPEN.

2. Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:

? 30 e -op
(-3)® soeO-12 -1500

B 7H Hi1s -21f
3. Multiplikation von Matrizen:
4 5 EB 4H 6 41
A=§ ) 7H B=# 20 C=AEIB=§3 59%
B s

(2x3) (3x2) Ergebnismatrix: (2 x 2)

Dabei empfiehlt sich, das Schema von ""Falk"* anzuwenden:

3) 4

4 2

2 S
2 4 3) 36 41



Regel: ij =]

Berechnung von Determinanten:

Definition: Unter der Determinante det(A) einer quadratischen Matrix A = g” 12 Hder

21 a22
Ordnung 2 versteht man jene reelle Zahl, die nach der Vorschrift a,, [3,, —a,, [&,, gebildet
wird.

a a
det(A) = " . =a,, [&,, —a,, [@,

21 22

in Worten: Produkt der Hauptdiagonale minus Produkt der Nebendiagonale

Anwendungsbeispiel: Das Gleichungssystem soll nach der ,,Cramerschen Regel* geldst werden.

I: 5x+2y=18
Il: 15x — 5y =10

Losung: Es sei D die Determinante der Koeffizientenmatrix.

5 2 _ o _
= ‘15 5‘ = 5[-5)-205=-55; D #0, das Gleichungssystem ist eindeutig losbar.
18 2
D, = = 18[{-5) - 20 =-110
10 -5
5 18
D, = = 500-1805=-220
15 10

,,Cramersche Regel“: D#0




Berechnung der Determinante einer 3x3- Matrix:

a) Regel von Sarrus:

Beispiel:
1 2 31 2
4 2 14 2
1 2 11 2

=1kO+200+3@3R2-230+102+3R20O]=28-16=12

a;; Qg dagldy  ap
det(A)=la, a,, axylay a, ==
Ay Az Agldy Ay

= a'11 I122 I133 +a12 I123 I131 +al3 le |332 _(a12 |321 I133 +a11 I123 I132 +al3 I122 I131)

Beispiel:
7 8 9H
A=rF1 2 30
Ho 1 of
Gesucht ist die Determinante von Al
7 8 97 8
det(A)=]-1 2 3-1 2=
0 1 00 1

=72M0O+8BOM+90-1)0-92M-73BO-80-1)M=-9-21=-30

b) Entwicklung nach Zeilen oder Spalten: z.B. nach der 2. Zeile:

8 -6 5[
A=r7 2 -1
Ha -4 4f
8 =65 6 5 I8 5 8 -6
det(AY=|-7 2 -=1=-(-7 +2 -(-1
(A) ( )E~]—9 4 E~]3 4‘ ( )Ei]s —9‘
3 -9 4

=7 (+21)+2 (+17)+54 =235



Vorzeichenregel:

Die Ziffern sind ,,+* bei gerader Summe der Indizes und ,,-* bei ungerader Summe der
Indizes!

_ a, a
Aufldsung nach 1 Zeile: a,, E‘] z B

32 a 33

-a E‘]aﬂ a'23 +a E‘]aﬂ a‘22
12 13
a‘31 a'33 a‘Sl a'32

Berechnung der Kofaktoren a;:

a'11 alZ a13

Wenn det(A) =[a,; a, a,| gilt, dann heilen a; die Kofaktoren von a; . Fir a; gelten:

a‘31 a'32 a'33

a a a a
o, =(_1)1+1E1 22 23 Ly, =(_1)1+2 |:~ 21 azs

a a
; alg - (_1)1+3 #aﬂ 22

; USW.
32 33 31 33 31 32
Es gilt daher: det(A)=a, G, +ta, B, +ta, [,
2 BH
Beispiel: Berechne alle Kofaktoren! A=12 3 2
g 2 2
3 2 2 2 2 3
a, =(-1)* =2; a, =(-1)* =-2; a,, =(-1)* =1
11 ( ) #2 2‘ 12 ( ) 1 2 13 ( ) 1 2
N ol bl 2
a,, =( 1)2 ! |:~2 2‘_2, a,, = —1)2 2 I:L- 2‘:-1; (o P =(—l)2 3 I:L- 2‘:0
a2 3 o 1 el 2
a,, =(-1)° 1#3 2‘— 5; a,, =(-1)%*? #2 2‘—4, o, =(-1)%"° |:~2 3‘:-1
0 2

Beispiel: Berechne det(A) durch Entwicklung nach der zweiten Spalte! A= 0 40

? -5 1

1 2
det(A)= O, + 008, +(=5) [y, =(-5) Eﬂ_l)3+2 E~3 4‘ -



E| 1 4 8H
Beispiel: Berechnedet(A)! A = O0-2 1 5

H-3 2 af

Zweimalige Subtraktion der der zweiten Spalte von der dritten:

1 4 8 1 4 8-203 1 40 1 4
det(A)=|-2 1 5= |-2 1 5-20|= |-2 1 3= 3I]—1)2+3E~] 3 2=—42‘
-3 2 4 -3 2 4-2012 -3 20

Die Adjungierte einer quadratischen Matrix:

Es sei A=[a;] eine n-quadratische Matrix, und es sei a;; der Kofaktor von a; ; dann ist
o Oy Ay

Adjungierte A =adj(A) = éslz

Man beachte sorgfaltig, dass die Kofaktoren der Elemente der i-ten Zeile(Spalte) von A die
Elemente der i-ten Spalte(Zeile) von adj(A) sind.
2 3H

Beispiel: Berechne fir die Matrix A die Adjungiertevon Al A= 3 20
B 3 4
a, =(-)* #2 j: 6; a,, =(-1)""? Iﬁ j: -2; oy, =(-1)™° E‘é 3‘: -3
o, =(-1)* EE j‘: 1; o, =(-1)*? E‘; j: -5; 0, =(-1)% E‘; 2‘: 3
a, =(-1)°*" EE 2‘: -5; g, =(-1)*? #; 2‘: 4; o, =(-1)%"° E‘; 2‘: -1

HG 1 —SH
adj(A)=2 -5 4Qg

Hs 3 -1H

Die Inverse einer Matrix A:

Definition: Wenn A und B quadratische Matrizen sind, sodass gilt ALB=B[COA =1, dann
heilt B die Inverse von A und man schreibt B =A™ ("B ist gleich A invers").
Esgiltauch: A=B™



L+ 2X55 X, +2X, 0
X, +4X5;3X, +4X, 1
I :x, +2%x, =1
Il:3x, +4x, =0

-2x, ==3/:(-2) 6
3 X, +—=1|-3
1
XS =E 2
X, =-2
l:x,+2x, =0
Il:3x, +4x, =1
2o x, +(-1)=0/+1
X, =
-2x, =1/:(-2) 2
L =t
o2
2 1
A—lerg ]_H

Hz ~2H

Inversenbildung unter Benutzung der Adjungierten:

a1 .
det(A)#0; A = oA adj(A)




Beispiel: Berechne fur die Matrix A die inverse Matrix! A=2 3 2
B 3 4
HG 1 -5
adj(A)=r2 -5 4
H3 3 -1
det(A)=-7
n6 _1 5@
O/ [
,A\_l :Dg E —ED
g7 7 70
03 3 10
a7 7 70
L6sen von Gleichungssystemen mit Matrizen:
5x+3y-7z=4
2X—-8y+z=6
-X+9y+4z=5

H> ° “'H HH O

A=g2 -8 1gH=pbgX=y0O

H1 9 44 BH BA

AX=H/TA™? von links
ATAK=A"H
IK=A"H
X=A"H
79
g> 3 H HH %E
X=p2 -8 10 BO0-gp
H1 9 4H BH O30 0
aLs1 g

Lésung: x=2,91;y=0,17,z=1,58



Ubungsbeispiel:
Lose auf drei Arten:

I: 3x -5y +z =0
1 -4x +5y -z =-3
115 X+y+z=6

1) Gaul3‘sches Eliminationsverfahren
2) Cramer’sche Regel
3) mittels Matrizenrechnung

Gaul‘sches Eliminationsverfahren:

3X -5y+z=0
Il: -4x+5y -z=-3
x=3

i -12+5y-z=-3
Il: 3+ y+z=6
9+6y= 3
y=2;7=1

Cramer’sche Regel:

I: 3x-5y+z=0
Il: -4x +5y -z =-3
H: x+y+z=6




D D,
y=—"
D D

mittels Matrizenrechnung:

I: 3x-5y+z=0
Il: -4x+5y-z=-3
H: x +y+z=6

N
1
o0

Xx=3;,y=2;z=1;

HS -5 1H HOH

A=F4 5 -1, H=330; X=yO

H1

1

HB

X=rF4

18 HeH

X=A"1H

-5 10 gof
5 =10 0330

1 1H HeH
BH

X=20
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